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X 
Problema I (10 puncte) 

Se consideră numerele 1 2
3, , , , , , 2
2na a a n n     

 
  , având produsul egal cu 3n . 

a) Demonstrați că 
1 2

log 3 log 3 log 3 .
na a a n     

b) Determinați numerele 1 2, , , na a a , știind că      
1 21 2log 2 3 log 2 3 log 2 3

na a a na a a n       . 
 
Soluţie. 
a) Folosind inegalitatea dintre media armonică şi cea aritmetică, obţinem că 

1 2
log 3 log 3 ... log 3

na a a     
2 2

3 1 3 2 3 3 1 2log log log logn n

n n n
a a a a a a

  
   

. (3p) 

b) Cum  23 0,x x    , rezultă că 
2

2 3 ,
3
xx x    . Pentru 3 ,

2
x    

 
, deducem că  log 2 3 2x x     

log 3x , cu egalitatea dacă şi numai dacă 3x  . (3p) 
Ţinând cont de acestă inegalitate, precum şi de punctul precedent, obţinem că    

1 21 2log 2 3 log 2 3a aa a       

 
1

log 2 3 2 (log 3 ... log 3)
n na n a aa n n       . În cazul nostru se atinge egalitatea, aşadar 3, 1,ia i n   . (3p) 

 
Problema a II-a (10 puncte) 

 Determinați funcțiile :f    având proprietatea 
 

       2 2 ,x f x y y f y x f x f y       ,x y  . 
 
Soluţie. 

Pentru 0x y  , obţinem (0) 0f  . Luând 0y  , avem  ( ) ( ) 0f x f x x   , deci 
0,

( )
, \

x A
f x

x x A


   
. (2p) 

Evident, 0 A ; urmărim să determinăm mulțimea A. Dacă  0A  , atunci ( ) ,f x x x   , funcţie care verifică 
ipoteza problemei. (1p) 
Dacă  0A  , atunci există un număr real nenul a pentru care ( ) 0f a  . Vom dovedi că ( ) 0,f x x   , funcţie 
care verifică, şi ea, ipoteza problemei; în concluzie, ecuaţia funcţională dată va admite două soluţii. (1p) 
Luând y x , apoi y x   în relația din enunţ, obţinem    22 2xf x f x , respectiv     2 22 ( )xf x f x f x      

oricare ar fi x . Deducem că  2 2( ) ,f x f x x    . Trecem în ecuaţia iniţială pe x în x :  x f y x                    

         2 2 2 2 , ,y f y x f x f y f x f y x y          . Reducem  f y x  între ultima relaţie şi cea din 

ipoteză, obţinând           2 2 2 2 , ,x y f x y x y f x f y x y         . Pentru y a x  , ultima egalitate 

devine     2 2 0,a f x f a x x     , de unde ( ) 0,f x x   . (5p) 
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