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MATEMATICA
Problema I (10 puncte)
. . e o a+3 . a+3x! TR
Fie aeR"; considerdm sirul (xn)nZ] definit prin x, = lar x,,, = —-,Vn>1. Aratati ca girul

n

(x, )n>] are limitd daca si numai dacd este monoton.

Solutie.
. ’ . . o . . . - ~ ~
Orice sir monoton are limita, deci afirmatia reciproca este adevarata. (1p)
Presupunem acum ca sirul are limitd; fie o limita sa. Dacd, prin absurd, o =+o0, atunci sirul ar avea termenii

3

e . . X a w 3 . < .
pozitivi de la un loc incolo §i ~* = —+ _L)Z' Astfel, sirul ar fi descrescator de la un loc incolo, fapt care

x, x, 4

contrazice ipoteza o =+00. Analog, se ajunge la o contradictie si dacd presupunem ci o =—oo. Iin concluzie,
aeR.(3p)

Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem ca o* =a , prin urmare ¢ >0 si o= Ya . (1p)
Notim b=%/a . Daca x, =b, vom avea b*—-4b+3=0, sau (b—l)z(b2 +2b+3)=0, deci b=1, adicd a=1. In
acest caz, obtinem imediat ca sirul este constant 1, deci este monoton. (1p)

Fie acum a #1. Ipoteza x; <b conduce la (b - 1)2 (b2 +2b+ 3) <0, fals. Ramane ca x, > b, de unde, prin inductie,

4 4
a+3x, a-x . «
L= “+x,<x,,Vn>1, asadar sirul e monoton descrescator. (3p)

3 3
4x, 4x,

x,>b,Vn=>1. Avemca x

ntl =

Problema a 11-a (10 puncte)

Fie p,q>2 doua numere naturale prime intre ele si 4 €M, (C) o matrice cu proprietatea cd A” si A? au

toate elementele numere reale.
a) Dati un exemplu de matrice 4 care nu are toate elementele reale si are proprietatea din enunt.

b) Daca 4* # O, , demonstrati ci A are toate elementele numere reale.
2 5

Solutie.

i
) ], atunci A =0, prinurmare 4” = 4’ =0, e M, (R). (2p)
—i =i

i
a) Daca A:{ )

b) Deoarece p si ¢ sunt prime intre ele, existad numerele intregi m si n astfel Incat mp + ng = 1. Evident, m si n au

semne contrare, deci putem presupune c¢a n=—k,k e N*. (1p)

Daci d=detA=0, cum A*#0,, rezulti cd t=tr4A=0. Avem ci tr A4’ = tr(t”_]A) =t” e R, deoarece 4 are
elemente reale; analog, ¢/ e R. Deducem ci ¢ =¢""*" = (t” )m -(t” )n eR". Astfel, A=1"74" € M, (R). (3p)

m k
Fieacum d #0. Avem ca A™ = A"  deci B= AC, unde B= (A”) ,C= (A”) sunt matrice cu elemente reale.

Cum det C =d" # 0, matricea C este inversabild, cu C™' € M, (R). Rezulti cd 4=BC"' e M,(R). (3p)

Clasa a XI-a — Matematicd



Clasa a XI-a — Matematicd



